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ATTENZIONE ! - Non è consentito consultare libri, appunti, ecc. 
    - Le risposte devono essere giustificate. 

- Le soluzioni devono essere riportate solo sui fogli allegati. 
- Sono valutati anche l’ordine e la chiarezza espositiva. 



1) 
Un istituto che svolge ricerche in ambito socioeconomico suddivide i cittadini italiani in tre 
categorie, in base al loro status lavorativo attuale:  
- Inattivi (coloro che non lavorano ma potranno farlo in un futuro prossimo o remoto: bambini, 
studenti, adulti in cerca di lavoro),  
- Attivi (coloro che lavorano), 
- Quiescenti (coloro che hanno cessato definitivamente il lavoro). 
Si stima che, ogni anno, la frazione 𝛽𝛽1 di Inattivi diventi Attiva, la frazione 𝛽𝛽2 di Attivi diventi 
Inattiva, mentre la frazione 𝛽𝛽3 di Attivi diventa Quiescente. Le frazioni 𝛼𝛼1,𝛼𝛼2,𝛼𝛼3 rappresentano 
invece gli individui che, da un anno al successivo, permangono rispettivamente nella categoria 
Inattivi, Attivi, Quiescenti. Tutti i coefficienti citati hanno valore in (0,1); inoltre, 𝛼𝛼1 + 𝛽𝛽1 < 1 e 
𝛼𝛼2 + 𝛽𝛽2 + 𝛽𝛽3 < 1 (il complemento a 1 è la frazione di mortalità). 
 
a) Rappresentare il modello sopra descritto mediante un sistema dinamico a tempo discreto, 
in cui 𝑢𝑢(𝑡𝑡) sia il numero di nuovi Inattivi (nuovi nati nella popolazione) nell’anno 𝑡𝑡, e 
𝑥𝑥1(𝑡𝑡), 𝑥𝑥2(𝑡𝑡), 𝑥𝑥3(𝑡𝑡) siano, rispettivamente, il numero di cittadini Inattivi, Attivi e Quiescenti 
nell’anno 𝑡𝑡, specificando le matrici (𝐴𝐴, 𝑏𝑏). 
b) Si discuta se, conoscendo l’ammontare complessivo annuo 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝛾𝛾3𝑥𝑥3(𝑡𝑡) (con 𝛾𝛾3 > 0) di 
pensioni erogate alla popolazione Quiescente, è possibile ricostruire in tempo arbitrario il 
numero di individui nelle tre categorie. 
c) Si discuta se, conoscendo invece l’ammontare complessivo annuo 𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝛾𝛾1𝑥𝑥1(𝑡𝑡) (con  
𝛾𝛾1 > 0) di sussidi erogati alla popolazione Inattiva, è possibile ricostruire in tempo arbitrario il 
numero di individui nelle tre categorie. 
 
Si ponga da qui in avanti (ma non prima) 𝛼𝛼1 = 0.8,𝛼𝛼2 = 0.6,𝛼𝛼3 = 0.5, 𝛽𝛽1 = 0.2,𝛽𝛽2 = 0.1,  
𝛽𝛽3 = 0.2. 
 
d) Discutere la stabilità del sistema, valutando anche il tempo di risposta e la presenza di 
eventuali oscillazioni nel movimento a ingresso costante. 
_________________________________________________________________________ 
Soluzione [se necessario proseguire sul retro]: 

 
 
  







2) 
Si consideri il sistema a tempo continuo rappresentato in figura. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il blocco A è caratterizzato dal modello di stato 
 
𝐴𝐴𝐴𝐴 = �𝑝𝑝 5

1 𝑝𝑝�    𝑏𝑏𝐴𝐴 = � 10 �     𝑐𝑐𝐴𝐴 = [0 1] 

 
Il blocco B è descritto dal modello ingresso/uscita 
 

𝑦̈𝑦𝐵𝐵 + 3𝑦̇𝑦𝐵𝐵 + 2𝑦𝑦𝐵𝐵 = −𝑢̇𝑢𝐵𝐵 
 

a) Studiare la stabilità del sistema aggregato al variare di p (−∞ < 𝑝𝑝 < +∞), discutendo anche 
l’eventuale esistenza di oscillazioni nelle risposte a ingresso costante. 

b) Per i valori di p per cui il sistema è asintoticamente stabile, determinare tutte le costanti di 
tempo e il tempo di risposta. 

c) Posto p = − 4, tracciare qualitativamente la risposta del sistema aggregato all’ingresso 
mostrato in figura 

 
 
 
 
 
 
 
 
_________________________________________________________________________ 
Soluzione [se necessario proseguire sul retro]: 
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3) 
Sia dato un sistema lineare a tempo continuo caratterizzato dalla funzione di trasferimento 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) =
𝑠𝑠

𝑠𝑠2 + 𝑠𝑠 + 100
 

a) Tracciare i diagrammi di Bode approssimati di modulo e fase di G(s), specificando, in 
particolare, se può esserci una marcata differenza tra questi e i diagrammi esatti. 

 
Si consideri ora il sistema di controllo rappresentato in figura. 

 

 
 
b) Progettare un controllore C(s) tale che 

• l’errore a transitorio esaurito sia nullo a fronte di riferimento w e disturbo d costanti; 
• il tempo di risposta del sistema controllato sia pari a 5; 
• il sistema di controllo sia asintoticamente stabile. 

_________________________________________________________________________ 
Soluzione [se necessario proseguire sul retro]: 
 

 
 
  





 



 
4)  
Indicare la risposta esatta (che è sempre unica): non è richiesta giustificazione. 
(risposta esatta = +1, risposta errata = − 0.5, risposta non data = 0) 
 
 
a) Dato un sistema (𝐴𝐴, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐, 𝑑𝑑), la sua funzione di trasferimento 𝐺𝐺(𝑠𝑠) è un rapporto di polinomi 
in cui il grado del denominatore 
 [1] è sempre maggiore del grado del numeratore 
 [2] è sempre maggiore o uguale del grado del numeratore 
 [3] è sempre minore o uguale del grado del numeratore 
 
 
b) Un sistema lineare 𝑥̇𝑥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 asintoticamente stabile, sottoposto a ingresso costante 𝑢𝑢� 
 [1] può avere uno, nessuno, o infiniti equilibri, a seconda del valore di 𝑢𝑢� 
 [2] ha uno e un solo equilibrio, ma solo per 𝑢𝑢� = 0 
 [3] ha uno e un solo equilibrio per ogni 𝑢𝑢� 
 
 
c) Il sistema 𝑥̇𝑥 = 𝐴𝐴𝐴𝐴 con polinomio caratteristico ∆𝐴𝐴(𝜆𝜆) = 𝜆𝜆5 + 2𝜆𝜆4 + 3𝜆𝜆2 + 𝜆𝜆 + 1 
 [1] è asintoticamente stabile 
 [2] non è asintoticamente stabile 
 [3] non è possibile affermare nulla con l’informazione disponibile 
 
 
d) Il sistema non lineare 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), di ordine n=3, ha un equilibrio 𝑥̅𝑥 la cui matrice jacobiana ha 
autovalori {-2,-1,0}. E' possibile affermare che: 
 [1] l'equilibrio è asintoticamente stabile. 
 [2] l'equilibrio è stabile. 
 [3] non è possibile affermare nulla con le informazioni a disposizione. 

 

   



5) 
Si consideri il sistema a tempo discreto 𝑥𝑥(𝑡𝑡 + 1) = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑡𝑡). Per tale sistema: 
 
a) Si fornisca la definizione di instabilità, in funzione del movimento libero del sistema. 
b) Si dica sotto quali condizioni il sistema è instabile, in funzione degli autovalori del sistema. 
c) Infine, si fornisca un esempio numerico di matrice 𝐴𝐴, di ordine qualunque, dimostrando che 
rende il sistema 𝑥𝑥(𝑡𝑡 + 1) = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑡𝑡) instabile con infiniti stati di equilibrio. 
 
 
6) 
Un sistema lineare a tempo continuo con funzione di trasferimento 

𝐺𝐺(𝑠𝑠) =
𝑠𝑠

10𝑠𝑠2 + 11𝑠𝑠 + 1
 

è alimentato da una funzione di ingresso sinusoidale di ampiezza 10 e pulsazione 0.1. 
Scrivere quali comandi occorre digitare in Matlab per tracciare il grafico del comportamento 
dell’uscita nel tempo. 
_________________________________________________________________________ 
Risposte ai quesiti 5-6 [se necessario proseguire sul retro]: 
 
 

 





num=[1 0] 

den=[10 11 1] 

sistema=tf(num,den) 

t=linspace(0,200,1000)      vedi NOTA  

u=10*sin(0.1*t) 

y=lsim(sistema,u,t) 

figure 

plot(t,y) 

 

 

NOTA: Il tempo di risposta del sistema è pari a 50 mentre il periodo della sinusoide è circa 63. Pertanto, 
in 200 unità di tempo il sistema avrà esaurito il suo transitorio e si potranno vedere alcune oscillazioni 
nel grafico del segnale di uscita. 
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